Capitulo 3

P31
Resolucéo:
Seguindo o roteiro:

a) Como a fungdo € polinomial, ndo tem restri¢des, D(f) = R;

b) Intersecio com o0 eixo y: f(0)=3.0*—-8.03+6.02+2=2 - P =(0,2);
intersecdo com o eixo x: Como é uma funcdo do 4° grau, ndo vamos buscar a
intersecdo com 0 eixo X.

c) Vamos estudar o sinal da primeira derivada:
ff(x)=12x3 —24x2 +12x =0 - 12x(x?—2x+1) =0 - x=0ce

x2=2x+1=0 > (x—1)2=0-x=1

Neste caso, a derivada da funcdo é uma funcdo do 3° grau e vamos estudar a sua

variacdo por meio do varal: 0 1
12x _ + +
x2—2x+1
+ + +
f ) _ + +

\ / 4

Entdo a funcdo f(x): Vx € R; x < 0 é decrescente e Vx ER; x >0 , a fungdo é

crescente.
d) Agora, vamos estudar o sinal da segunda derivada:
f'(x) =36x2 —48x+12=123x*—4x+1)=0

Neste caso temos uma equacdo do 2° grau, cujas raizes vamos determinar aplicando a

férmula de Bhaskara,

x = _(_4)i (_4)2_4'3'1 — 4i_2 = {xn - ]i
x -
3

2.3

[«)}




E a fungéo f(x) tem concavidade positiva para x < % ou x > 1 e concavidade negativa

1
mm§<x<1

e) De acordo com o item c), as abscissas dos extremantes sdo: x =0 e x" = 1.
Vamos calcular as segundas derivadas destes pontos, para, de acordo com a
proposicao 3.3, decidir o tipo de extremante:

f"(0) = 36.0%2 —48.0 + 12 > 0, entdo x = 0 é abscissa de ponto de minimo;

f"(1) =36.12 —48.1+ 12 = 0, entdo x = 1 ¢é abscissa de ponto de inflexdo, assim
como o ponto de abscissa x = gtambém é ponto de inflexao.

f) A funcdo ndo tem assintotas verticais, pois ndo ha pontos de restricbes em seu
dominio e as assintotas horizontais, se houver, aparece no item g), se o resultado do
limite for um namero real, de acordo com a se¢do 1.12 do capitulo 1.

0) lim,,_oo 3x* —8x3 +6x2+2 =00 € lim, ;0 3x* —8x3 +6x2 +2 =00

h) Marcando os pontos de intersecdo com 0s eixos, comegamos a esbocar o grafico,

. ", . 1
observando que ele vem de co decrescente com a concavidade positiva até 0 x = 3

; continua a decrescer até o x = 0, mas agora com a concavidade negativa. Em
x = 0 passa a crescer com a concavidade negativa até o x = 1, onde ele muda para

concavidade positiva e continua crescendo até +oo. Observe,

P31

P3.2
Resolucéo:
Seguindo o roteiro:

a) A funcéo é exponencial e polinomial, portanto ndo tem restri¢bes, D(f) = R;
b) Intersecdo com o eixoy: f(0) =e®—0=1 - P = (0,1); interse¢io com 0 eixo

x: Como é uma funcéo exponencial, ndo vamos buscar a intersecdo com o0 eixo X.



c) Vamos estudar o sinal da primeira derivada:
f(x)=e*—1=0 »e*=1 - x=0
Neste caso, a derivada da funcéo é uma fungdo exponencial e a sua variacdo é dada por:

~N S

Entdo a funcdo f(x): Vx € R; x < 0 é decrescente e Vx ER; x >0 , a fungdo é

crescente.
d) Agora, vamos estudar o sinal da segunda derivada:
f'(x)=e*>0
Neste caso temos que a funcdo tem concavidade positiva em todos os pontos do seu

dominio.

e) De acordo com o item c), a abscissa do extremante é: x = 0. Vamos calcular a
segunda derivada deste ponto, para decidir o tipo de extremante:

"(0) = e® > 0, entdo x = 0 é abscissa de ponto de minimo.

A funcdo ndo tem de ponto de inflexdo, ja que sua concavidade ndo muda de sinal.

f) A funcdo ndo tem assintotas verticais, pois ndo ha pontos de restricdes em seu
dominio e as assintotas horizontais, se houver, aparece no item g), se o resultado do
limite for um namero real,

g) lim,,_,e*—x=o e lim_, ,e*—x =0

h) Marcando os pontos de intersecdo com 0s eixos, comeg¢amos a esbocar o grafico,
observando que ele vem de o decrescente com a concavidade positiva até 0 x = 0;

onde passa a crescer até +oo. Observe,

P32
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P33
Resolucao:
Seguindo o roteiro:

a) A funcdo ndo estd definidaem x = 0, D(f) = R*;
b) Intersecdo com o eixo y, ndo pode ter pois x = 0 ndo pertence ao dominio da

~ N . 1 441 , o
funcdo. Intersecdo com o eixo x: x% + == =0 - x*=-1,também ndo

x2

vamos ter raiz real para esta equacdo. Portanto, a funcdo ndo toca nenhum dos
eixos.

c) Vamos estudar o sinal da primeira derivada:

f(x)=2x__3=—3 =0-2x*—-1)=0 - x=+1
X X

Neste caso, vamos estudar a sua variagao por meio do varal:

2x* —2 ' ' '
+ -1 - 0 - 1 N
3
X - - + +
f ) _ + _ +

Entdo a fungdo f(x): é decrescente em: x < —1ou 0<x <1 e a funco é crescente

em: -1 <x<0 oux=>1.
d) Agora, vamos estudar o sinal da segunda derivada:

6 2x*+6

ffe=2+g=—73—=0 2x* = -6

X

Neste caso ndo temos raiz real para esta equacdo, portanto, como o numerador e o

denominador sdo polinomiais de poténcias pares, a concavidade é sempre positiva.

e) De acordo com o item c), as abscissas dos extremantes sdo: x = —1 e x" = 1.
Vamos calcular as segundas derivadas destes pontos, para decidir o tipo de

extremante:

n 2(_1)4+6 X ! 4 H £ .
f'"(-1) = = > 0, entdo x = —1 é abscissa de ponto de minimo;

2(D)*+6

EOEERS

N&o ha pontos de inflexdo, ja que a concavidade ndo muda de sinal.

> 0, entdo x = 1 também é abscissa de ponto de minimo.



f) Vamos verificar as assintotas verticais, analisando os limites laterais no ponto de
restricdo, ou seja, em x = 0 :

lim x +—5=o e lim x +—= =0
x—0_ X x—04 X
. 2 1 . 2 1

9) lim,_,_o x° + S =xe lim, 4o x* + =@

h) Comegamos a esbocar o grafico, observando que ele vem de oo decrescente com a
concavidade positiva até 0 x = —1 ; passa a crescer até o x = 0 e sempre com a
concavidade positiva. Como a funcdo ndo estd definida em x = 0, pelo lado
negativo, ela cresce para oo. Pulando o eixo, perto do x = 0, a fungdo vem de oo
decrescendo, com concavidade positiva até 0 x = 1, onde passa a crescer com a
concavidade positiva até 0 o. Observe,

P3.3
i
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P34
Resolucéo:

Seguindo o roteiro:

a)

b)

A funcio nio esta definidaem x? — 4 < 0:

D(f) =] = 0 — 2[U]2, +oo[.
Intersecdo com o eixo y, ndo pode ter pois x = 0 ndo pertence ao dominio da
funcdo. Intersecdo com o eixo x: Vx2—4=0 — x?=4 - x=+2. Entio

temos P(—2,0) e Q(2,0) pontos de intersegdo com 0 eixo X.



c) Vamos estudar o sinal da primeira derivada:

2x _ X
2Vx2 —4 x?2 -4

f(x) =

Neste caso vamos estudar a sua variacdo por meio do varal:

-2 0 2
X
xz —4 + +
7@ - R

~ /

Entdo a funcdo f(x): é decrescente em : x < —2 e a funcdo é crescente em: x > 2.

d) Agora, vamos estudar o sinal da segunda derivada:

7 A X x2—4—x2
) = I -2 o 4
(VxT=4)’ x4 (2 -4y

Neste caso ndo temos raiz real para esta equacdo, portanto, como o numerador é

negativo e 0 denominador sempre positivo, a concavidade é sempre negativa.

e) Nao ha abscissas de extremantes, portanto ndo hd méaximos nem minimos. Como a
concavidade ndo muda de sinal, também ndo ha pontos de inflexdo. N&o ha pontos
de inflexdo, ja que a concavidade ndo muda de sinal.

f) Vamos verificar as assintotas verticais, analisando os limites laterais no ponto de

restricdo, ou seja, emx = —2 ex = 2:

lim Vx2—4=0 e lim+yx2—-4=0

x—>—2_ x—>24

0)] lim,, o VX2 —4 =00 e limy_ 400 VX2 —4 =00

h) Marcando os pontos de intersecdo, comegamos a esbocar o grafico, observando que
ele vem de oo decrescente com a concavidade negativa até o x = —2, onde tende a
zero. Passando para o outro lado, a partir do ponto x = 2 que a funcdo também

parte do zero, ela cresce com a concavidade negativa até o o . Observe,



P3.5

Resolucéo:

Seguindo o roteiro:

P 3.4

a) A funcdo ndo estadefinidaemx+1=0 - x=-1,D(f) =R—-{-1};

2
b) Intersecdo com o eixo y, f(0) = 2L =0 5pP= (0,0). Intersecdo com 0 eixo X:

x2

x+1

0+1

c) Vamos estudar o sinal da primeira derivada:

—=0 - x?’?=0 - x =0, portanto o ponto € 0 mesmo.

fx)=

2x(x +1) —x% 1 2x* +2x—x*  x*+2x
T (x+ 1?2 (x+1)2
- x=0oux=-2

Neste caso, vamos estudar a sua variagdo por meio do varal:

-1

=0-> x(x+2)=0

x? + 2x _ N
(x +1)2 + +
f ] N

~

U

~

/

Entdo a funcdo f(x): é decrescenteem : —2 <x < —-1ou —1<x <0 e afuncdoé

crescenteem: x < —2 oux = 0.

d) Agora, vamos estudar o sinal da segunda derivada:



(2x+2).(x+ 1) = (x2 +2x)2.(x + 1)

freo = (x + 1)F
(D[R +2). (x + 1) — (x® + 2x)2]
B (x + 1)*
2P+ 2x+2x+2—(2x* +4x) 2 — 0o
a (x+ 1)3 S (x+1)3

Neste caso, como o numerador é sempre positivo, o sinal que prevalece é do

denominador. Entdo, a concavidade é negativa para x < —1 e € positiva para x > —1.

e) As abscissas dos extremantes sdo: x = —2 e x" = 0. Vamos calcular as segundas

derivadas destes pontos, para decidir o tipo de extremante:

2=

(—2+41)3

< 0, entdo x' = —1 é abscissa de ponto de maximo;

"(0) = ﬁ > 0, entdo x' = 1 também é abscissa de ponto de minimo.

N&o h& pontos de inflexdo, ja que o ponto aonde a concavidade muda de sinal ndo
pertence ao dominio da func&o.
f) Vamos verificar as assintotas verticais, analisando os limites laterais no ponto de
restricdo, ou seja, em x = —1:
x? 1 _ x? 1

— = —00 e

I -
ol Xx+1 0

x2 2

) limy, o——=—00 e limy_ e — =
x+1 x+1

h) Comegamos a eshocar o gréfico, observando que ele vem de —oo crescente com a
concavidade negativa até 0 x = —2, que é o0 ponto de maximo da funcdo ; passa a
decrescer até 0 x = —1, ainda com concavidade negativa e quando se aproxima de
x = —1, tende a —oo. Como a funcdo ndo estd definida em x = —1, pulando a
assintota, perto do x = —1, a funcdo vem de o decrescendo, com concavidade
positiva até 0 x = 0, que é seu ponto de minimo. Dai passa a crescer com a

concavidade positiva até 0 oo. Observe,



P35
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P 3.6
Resolucéo:
Seguindo o roteiro:

a) A funcdo ndo esta definidaem x> =0 - x =0, D(f) = R*;
b) Intersecdo com o eixo ndo tem pois x= 0 ndo pertence ao dominio da funcéo.

x2—x+1

Intersegdo com o eixo X ——=0 - x?—x+1=0. Vamos aplicar a

formula de Bhéskara para determinar as raizes da funcéo:

D +/(-1)?2-411 1++v-3 R
= = =

2

Logo, ndo ha intersecGes com 0 eixo X.

c) Vamos estudar o sinal da primeira derivada:

(2x = Dx? — (x* —x+1).2x  2x° —x?—2x% +2x* —2x x> —2x _

f(x)= = =0

x* x4 x4

- x(x—2)=0 - x=0o0ux=2

Neste caso, vamos estudar a sua variacao por meio do varal:

0 2
x? —2x n _ n
x* + + +
f@ B ] B
O

Entdo a funcdo f(x): é decrescente em 0 < x <2 e a funcdo é crescente em: x <

0 oux = 2.
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d) Agora, vamos estudar o sinal da segunda derivada:

(2x —2).x* — (x? = 2x)4x®  x3[(2x — 2).x — (x? — 2x)4]
x8 - x8
2x% —2x — (4x% — 8x) —2x? + 6x

f'x) =

=0 -»x(—2x+6)=0
- x=0o0ou->x=3

Neste caso, vamos estudar a sua variagao por meio do varal:

0 3
—2x2 + 6x _ + _
x®° - + +
£ @) N N _
U ) M

Neste caso a concavidade é negativa para x > 3 e é positivaparax < 0 ou0 < x < 3.

e) A abscissa do extremante é x = 2. Vamos calcular a segunda derivada deste ponto,

para decidir o tipo de extremante:

" —2.2246.2 ~ , . L.
f"(2) = ———> 0, entdo x = 2 € abscissa de ponto de minimo.
2

x = 3 é abscissa de ponto de inflexdo, ja que é o ponto onde a concavidade muda de

sinal.

f) Vamos verificar as assintotas verticais, analisando os limites laterais no ponto de
restricdo, ou seja,em x = 0 :

xz—x+1_1 xz—x+1_1

lIm ——=—=o0 e lim———=—=
x—-0_ x? 0_,. x>0, x?2 0_|_
. xZ—x+1 . x2—x+1 p
g) 111‘r1x_>_Oo x—2 =1e hmx—)+oo x—z = 1. Neste caso temos uma assintota

horizontal em y = 1.

h) Comecamos a esbocar o gréfico, observando que ele vem da assintota horizontal
y =1 crescente com a concavidade positiva até o x = 0, quando tende para oo;
mudando para o outro lado do eixo, a fun¢do vem de oo e decresce até 0 x = 2,
com concavidade positiva. Como este € o ponto de minimo da fung&o, a partir dai
passa a crescer, ainda com concavidade positiva, até x = 3, quando a concavidade

muda de sinal. Continua crescendo até oo . Observe,
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P 3.6
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P3.7
Resolucéo:
Seguindo o roteiro:

a) A funcdo esta definida em todos os pontos do conjunto dos nimeros reais, ja que:

x24+2=0 -x?=-2¢R.Logo, D(f) =R
0 « L
N 0 — P =(0,0). Intersecdo com 0 €eixo X:

=0 - x =0, portanto o ponto € 0 mesmo.

b) Intersecédo com o eixoy, f(0) =

X242
c) Vamos estudar o sinal da primeira derivada:

2x
f,(x)_l. x2+2—x.2 x2+2_ x2+2_x2 B 2
(evz)  (Er)eien @0

Neste caso como o numerador e 0 denominador sdo sempre positivos, a funcao € sempre

crescente.

d) Agora, vamos estudar o sinal da segunda derivada:

0.(x* + 2)3/2 — 2.2x. 3/2 (x* + 2)1/2 _ —6x. (x* + 2)1/2 —6x

fr(x) = (x2 + 2)3 T (k2 +2)8 B (% + 2)5/2 =0

-»>—6x=0 - x=0
Neste caso a concavidade € positivaem x < 0 e negativaem x > 0.

e) Nao ha pontos de maximo ou minimo. x = 0 é abscissa de ponto de inflexéo, ja que
¢ 0 ponto onde a concavidade muda de sinal.

f)  N&o hé assintotas verticais ja que nao ha restricdes no dominio da funcéo

. X . X ,
9) lim,_,_ Nk —1le limy, e Nk 1. Neste caso temos duas assintotas

horizontaisem: y =—-1e y = 1.
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h) Comecamos a esbocar o grafico marcando a intersecdo com 0s €ixos que € 0 ponto
P(0,0). Depois observando que ele vem da assintota horizontal y = —1 crescente
com a concavidade positiva até o x = 0, quando muda a concavidade para negativa,
continua crescendo até a proxima assintota y = 1. Observe,

P37

P38

Resolucao:

Seguindo o roteiro:

a)
b)

c)

A funcgdo ndo esta definida em x < 0 por causa da funcdo logaritmica D(f) = R*;
Intersecdo com o eixo ndo tem pois x= 0 ndo pertence ao dominio da funcdo. Nao
vamos procurar intersecdo com o eixo X ja que a funcdo nédo é simples.

Vamos estudar o sinal da primeira derivada:

: 1 2x*-1 5 5 5
f(x)=2x—;: ~ =0-2x-1=0 - 2x°=1 -»x*=

>

N| =
l
=
Il
[+

Neste caso, vamos estudar a sua variagdo por meio do varal:

Entdo a funcdo f(x): é decrescenteem 0 < x <

d)

V2

S ea funcdo é crescente em x >

~ S

Agora, vamos estudar o sinal da segunda derivada:

) 1 2x*+1 5 ,
f(x)=2+x—2=x—2=0 ->2x“4+1=0 - 2x°=-1¢R

Neste caso a segunda derivada é sempre positiva, ou seja, a concavidade da fungéo é

sempre positiva.
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. . 2 .
e) A abscissa do extremante é x = \/2—_ . Vamos calcular a segunda derivada deste ponto

para decidir o tipo de extremante:
2
f" (?) = (?) —In (g) =0.5-(-0,34) > 0, entdo x = g é abscissa de ponto de
minimo.
N&o h& ponto de inflexdo, j& a concavidade ndo muda de sinal.
f)  Vamos verificar o comportamento da fungdo perto da assintota vertical, que no caso
éx=0:

lim f(x) =x*—Inx =0— (—o) = o
x—-04

g) Comecamos a esbocar o grafico, observando perto do x = 0 ele vem de o, com

. . . . 2 .
concavidade sempre positiva, vai decrescendo até o ponto x = % que € o ponto de

minimo da fung&o. A partir dai cresce, ainda com concavidade positiva co. Observe,

P 3.8

P3.9
Resolucao:
Vamos lembrar que o volume do cilindro é V = nr2h , a area do fundo
e datampa é A = mr? e a area da parte lateral é A, = 2nrh.
Entéo, o custo total seria:
C = 2nrh + nr?).7 + (nr?).8,5

Sabendo que V = mr?h = 1, podemos tirar a altura em funcio do raio:

h=——
r?

Logo,
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1
C=Qnrh+nr?).7+ (nr?).85=C = (2717‘? + nr2> .7+ (mr?).8,5

14
= T + 15,57‘[1‘2

Utilizando o critério geral para o estudo de extremos relativos, temos:

. 14 —14 + 31mr3 ; 3
C =—r—2+31nr=r—2=0 - =144+ 31nr° =0 - 3lnr’> =14
14
- r3=——=0,1437 - r =0,5238
31n
" 28
C =—3+3171'
r

Vamos experimentar o valor do raio encontrado para verificar se o ponto encontrado é
ponto de minimo da funcéo:

. 28
~(0,5238)

+31r >0
Como a segunda derivada é positiva, 0 raio encontrado nos da um custo minimo.

Vamos encontrar o valor da altura;

1
mr?  m(0,52)2
Resposta: Alturah =1,18 me raior =0,52 m.

h =

=1,17718

P 3.10
Resolucéo:

Consideremos o retangulo ABCD de base AB = x e altura BC = y. Sua area é dada por

A = x.y e o0seuperimetro é P = 2x + 2y.

Pelo problema,

2x +2y =40 (:2) Y

x+y=20 A
y=20—-x
Substituindo y na formula da area,
A=xy - A=x.(20-x)=20x — x?
Utilizando o critério para o estudo de extremos relativos, temos:
A=20-2x=0 - x=10
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!

A =-2<0

Neste caso, como a segunda derivada é negativa, x = 10 é abscissa do ponto de
maximo da funcdo é&rea. Substituindo em y =20—x = 20— 10 = 10. Portanto,
x =y =10.

Resposta: Base = altura = 10 cm.

P3.11

Resolucéo:

A area do retdngulo € A = x.y, que deve ser maxima.
Devemos isolar uma variavel na equacéo da elipse:
4x2 +9y?2 =36 - 9y? =36 — 4x*

4 4
y2=4—§x2 - y=+ ’4—§x2

Como estamos falando de dimenséo, s6 importa o valor positivo de y. Substituindo na

4
A=xy=x. ’4—§x2

Utilizando o critério para o estudo de extremos relativos, temos:

férmula da area:

8 4 5 4 5 8 -
, 4 —=X 4—-x" —-x 4—-x
A=1 [4—=x2 +x 2 =—2 2 = 2 =0

9 4, 4 5 4 5

2. [4—-x 4—-x 4 —-x

9 9 9
4 8 , ) 8 , 4 , 36 9 9 3
RN —_— = - = = - =—== - = |—=—
9% 9% YT T T 2T

32
)
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8
I 8 —5
—=x [4—-x% — (4 —=x? 2
9 9 ( 9 ) 2 fate2
2
’ _4,2

_16 _4 2)_(_E 32 3) S 3 g1, 3203
9x.(4 5% g Xt B g Xt X tox—gx
= P = 3
(\/4—£x2> J4_ix2 <4—ix2>
9 9 N
48 | 32
X+ —144x + 3243

(i) (i)

Vamos substituir o valor de x encontrado para verificar se a area é maxima:

() ()

A = — =-0,0016 <0
a1( |4 _i(ﬂ)z
9\ 2
Neste caso, como a segunda derivada é negativa, x =%§ é abscissa do ponto de

2
maximo da funcdo area. Substituindo em y = /4—%(%7) = f4—gx% = /2.

Como vemos pela figura, a base do retangulo é 2x = 2 x%ﬁ =3v/2 e a altura do

retangulo é 2y = 2 x V2 = 2+/2.
Resposta: Base =3v/2 ;altura = 2v/2.

P3.12
Resolucéo:

Sabendo que o lucro é dado pela diferenca entre a receita e 0 custo, como q € a

quantidade de produto, a receita é dada por:
R(q) =8.q
Logo o lucro é dado por:
L(q) =R(q) — C(q) = 8q — (¢° — 6¢° +9q + 20) = —¢° + 6¢° — q — 20

Vamos derivar e encontrar o ponto de maximo desta fungéo:
L(q)=-3q*+12q —1
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Aplicando a formula de Bhaskara para determinar as raizes da derivada:

—12+,/122 —4(-3)(-1) —-12++V132 -12+11,489 (4 =0,085
1= 2(=3) - 5 T -6 {q” = 3,915
Para determinar qual é a quantidade que da lucro maximo, vamos analisar o sinal da
segunda derivada:

{L” (0,085) = —6(0,085) + 12 >0
L' (3,915) = —6(3,915) + 12 < 0

Logo, ¢ = 3,915 é a quantidade que d& lucro méximo.

L' (q) = —6q+ 12

Resposta: Aproximadamente 3.915 unidades.

P 3.13
Resolucéo:

Consideremos o retangulo ABCD de base AB = x e altura BC = y. Sua area é dada por

A = x.y e oseuperimetro é P = 2x + 2y.

Queremos o custo minimo para 4 voltas, ou seja,

C =4(2x + 2y) x 5,50 4
Como a area A = x.y=180, substituindo y na formula do custo,

180 7920
C = 4(2x+2—> X 5,50 = 44x + ——
X X
Utilizando o critério para o estudo de extremos relativos, temos:

: 7920
C' =44 -

=0 - 44x> =7920 - x> =180 - x =180

=v9x4x5=3x2V5=6V5

Vamos analisar o sinal da segunda derivada:

" 7920 "
¢ = 3 C (6‘/§)=

7920
(6V5)3

Neste caso, como a segunda derivada é positiva, x = 6v/5 é abscissa do ponto de

>0

=180 _ 39 _ 6/5. Fazendo

minimo da funcdo custo. Substituindo em y = f—o V=R~ R

a conta do custo:
€ =4(2x 6V5+ 2 x 6V5) x 5,50 = 1.180,64

Resposta: Custo minimo é R$ 1.180,64.
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P3.14
Resolucéo:
Chamemos esses nimeros por x e y. Dai temos:
x+y =96
P = x.y?,onde P é o produto
Temos que determinar os valores de x e y que maximizem o produto. Vamos utilizar o
critério geral para determinagdo de extremantes. Da primeira equagao, temos:
y=96—x
Substituindo no produto:
P=x.y?>=2x.(96 —x)? = x(9216 — 192x + x?) = 9216x — 192x? + x3
Derivando e igualando a zero,
P’ = 9216 — 384x + 3x? = 3(3072 — 128x + x?) = 0

Aplicando a formula de Bhéaskara para determinar as raizes da derivada:

L T(128) J(-128)2 — 413072 _ 128 +v4096 _ 128+ 64 _ {x =32
2.1 2 2

x =96
Para determinar qual é o valor de x que da o produto maximo, vamos analisar o sinal da
segunda derivada:

P'(32) =-384+632<0
P"(96) = —384 + 6.96 >0

Logo, x" = 32 é o valor que da o produto maximo.

P'(x)=—-384+6x - {

Calculando vy,
y=96—x=96—32=64

Resposta: Primeiro nimero = 32 e segundo nimero = 64.

P 3.15
Resolucao:
Vamos chamar o lado da base de x e a altura da caixa de h. Entdo a area da base é
A, = x% e o volume da caixa é V, = x. h = 64.
O custo da caixa ¢é dado pela equacdo:
C = 1,20.x% + 4(x.h).0,80
Destacando da formula do volume o valor da altura e substituindo no custo,

64
x*h=64 - h=—
X
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Dai,

64 204,8
C =1,20.x% + 3,20(x. h) = 1,20.x% + 3,20x.F = 1,2x? t—
Vamos derivar e igualar a zero para determinar possiveis extremos:
, 204,8 3 3 204,8
C =2,4x — =0 - 24x°>=2048 - x° =
x2 2,4

x = 4,40

=85,33 -

Apenas para verificar se este ponto realmente é ponto de minimo, vamos analisar o sinal
da segunda derivada:

" 409,6

409,6
¢ =24+—
X

(4,40)3
Logo, x = 4,40 é abscissa de ponto de minimo da fungdo custo. Vamos calcular a

>0

- (' (440) =24+

altura:
B = 64 _ 64 — 330
S x2 (444002 7

Resposta: Comprimento da base = 4,40 cm, altura = 3,30 cm.

P 3.16 N u
Resolucao:
Chamando o lado do quadrado retirado de x, temos que o u ]

>

volume da peca é dado por:
V = (80 — 2x)%.x = (6400 — 320x + 4x?)x = 6400x — 320x? + 4x3
Vamos derivar e igualar a zero para determinar possiveis extremos:
V' = 6400 — 640x + 12x% = 4(1600 — 160x + 3x2) =0

Para determinar as raizes, vamos aplicar a formula de Bhaskara:

_ —(~160) + /(—160)2 — 43.1600 _ 160 + V6400 160 £80 _ { X = 40
X = 23 = 6 ~ T 6 I =1333

Vamos estudar o sinal da segunda derivada para decidir qual é o valor de x que da o
volume méximo:

V" (40) = —640 + 24.40 = 320 > 0
V" (13,33) = —640 4+ 24.13,33 = —320 < 0

Logo o valor que da o volume maximo é x = 13,33. O lado do quadrado, portanto,
deve medir: [ = 80 — 2x = 80 — 2.13,33 = 53,34 cm.

V' = —640 + 24x - {

Resposta: Lado = 53,34 cm
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P 3.17
Resolucéo:
Queremos estudar a distancia minima de um ponto a origem. A férmula da distancia,

nesse caso, é dada por:
d(P,0) = /x? + y?
Onde o ponto é P = (x,y) e aorigem O = (0,0).
p 5 . o .
Como o ponto é dacurvay = ~ vamos substituir na equacao e derivar para procurar 0s

possiveis pontos extremos:

/ ’x4+25 Vx* + 25
x2+

g = 2\/W Vx¥ +25. x—(x +25)  x*-25 “0 o
x? x2Vx* + 25 xZ\/x4 + 25
X = i\/§

Vamos estudar o sinal da segunda derivada para decidir qual é o valor de x que da a
distancia minima:

"

4 4x X2 xt + 25 — («* —25)[2x\/x4+2 + x? \/W] d(\/g) =>0

x*(x* + 25) "’ (=v5) =<0

Logo o valor que da a distancia minima é x = /5. E, nesse caso, o valor de y é dado

5
por:y === —=—==1p5.

Resposta: x =y = /5.

P 3.18

Resolucao:

Lembrando que o comprimento do
y

semicirculoé ¢ = @)

Entdo o perimetro total é dado por: X

P=2x+y+n(%) = 2x + 2,57y = 42,84

A formula da area é dada por:

A=x.y+ = xy + 0,39y?
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Isolando o valor de x na formula do perimetro e substituindo na férmula de area:
2x + 2,57y =42,84 - 2x=4284-257y - x=21,42-1,285y

A =xy+0,39y? = (21,42 — 1,285y)y + 0,39y? = 21,42y — 0,895y?
Derivando e igualando a zero para procurar 0s extremos:
A =2142-179y=0 - 1,79y =2142 - y=1197
Vamos verificar a segunda derivada apenas para verificar se 0 ponto encontrado é ponto
de maximo da fungdo area:
A" =-179<0

Portanto, o valor de y encontrado da a area maxima. Para determinar o x:

x=21,42—-1,285y = 21,42 — 1,285 x 11,97 = 6,04

Resposta: x = 6,04m e y =11,97m.

P 3.19
Resolucao:
Vamos chamar uma parte de x e a outra parte de y. Entdo:

x+y =280
A fungdo que queremos minimizar é a soma de seus quadrados:

S=x?+y?
Isolando o valor de y e substituindo na fungéo:

y=80—x - S=2x%+(80-x)%=x?+6400— 160x + x*
= 6400 — 160x + 2x>
Vamos derivar e igualar a zero para determinar os possiveis extremos:
S'=-160+4x=0 - 4x=160 — x =40

Para verificar se este ponto da a soma minima, vamos analisar o sinal da segunda
derivada:

§S"=4>0
Logo, x = 40 da a soma minima. Para determinar o valor da outra parte: y = 80 — x =
80 — 40 =40.

Resposta: Uma das partes € 40.
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P 3.20
Resolucéo:

Pela quantidade de arame, temos que: St
P=x+2y=50

A érea é dada por A = x.y. Isolando x na equacdo acima e substituindo na area, temos:
x=50—-2y - A=x.y=(50-2y)y=>50y—2y?
Derivando e igualando a zero para determinar os extremos da funcéo:
A=50—4y=0 - 4y=50 -y=125
Para verificar se 0 ponto encontrado da area méaxima, vamos estudar o sinal da segunda
derivada:
A" =-4<0
Logo, y = 12,5 da area maxima. Vamos determinar o valor de x:

x=50-2y=50-2x12,5=25

A area maxima é dada por:
A=x.y=25x%x125=312,5m?

Resposta: A 4rea maxima do terreno é 312,5 m?.

P3.21
Resolucdo: e

Seja a semicircunferéncia de raio 1 e vamos chamar a / \

base do retdngulo de 2x e a altura de y. Pela figura, temos:

X2 +y? =12

E a &rea do retangulo é A = 2. x.y. Da primeira identidade, segue que:

y =+/1—x?

Substituindo em A,

A=2.xy=2.x.4J1—x?
Utilizando o critério geral para o estudo de extremos relativos, temos:
’ 1 1 1 2x2
A=2.1-x)2+2x.=(1=x3)"/2.(=2x) = 2.1 —x2 - ——
2 V1= x2
2—2x%—2x*  2—4x?
V1 —x2 V1 — x?2

Igualando o numerador a zero,




2—4x>=0 > 2x2=1 > x

V2

= +—, como o valor deve ser positivo temos que x = >

sl -

Calculando vy,

2
o () - -3 [ -

Logo, as dimensdes do maior retangulo inscrito sdo base = 2x =2 ealturay =

Resposta: Base = V2 ;altura = v2/2.

P 3.22

Resolucéo:

Pelo teorema de Pitagoras, temos:
a’ +b? = 42

Lembrando que a area do triangulo retangulo é:

IS

>
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2
Isolando o valor de b no teorema de Pitagoras e substituindo na éarea, temos:

a.V16 —a?
b?=16—a*> » b=+16—-a%> - A= ————
Derivando e igualando a zero para determinar os extremos da funcéo:

o1 —2a 1 a?
A =—(1. 16—a2+a.—>:_<,/16_a2_—>:0
2 2V16 — a2/ 2 16 — a2

_a.b

2

a
Ji6—a2=———— —516—-a2=a%2 —-2a>=16 - a=+V8=2V2

V16 — a?

Substituindo o valor de a para determinar o b:
b?=16—a*=16—-8=8 — b =22
Resposta: a = b = 2v/2.
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P3.23
Resolucao:

Se forem dadas 3 voltas com 300 m de fio. Vamos gastar 100m para uma volta, ou seja,

C=2r+6r=100 » Q+0)r=100 -r=-=

T 240
A éarea do setor circular é: e
4 or? 6 ( 100 )2 50000
2 2°\2+460)  (2+6)2

Derivando a expresséo e igualando a zero para localizar os extremos da fungéo:
¢ 5000.(2+6)* —5000.6.2.(2+6) _ 5000(2 + 6) —10000.

(2+6)* B (2 +6)3
10000 = 5000.0 _ o 10000 — 5000. 6 6 =2
= = - —_ . - =
(2+6)3

Vamos analisar o sinal da segunda derivada para verificar se o valor do angulo
encontrado nos d& o valor da &rea maxima:
s —5000.(2 + 6)3 — (10000 — 5000.6).3. (2 + 6)?

(2 +06)°
—5000. (2 + 6) — (30000 — 15000.8)
N (2 + 6)*
—10000 — 500068 — 30000 + 15000.6 —40000 + 10000.6
- 2 +0)* - 2 +0)*
A (2) = —40000 + 10000.2
(2+2)*
Logo o valor do angulo encontrado da a a&rea maxima. Para calcular o raio:
oo 100
2+60 242

Resposta: O raio deve ser de 25m.

P3.24

Resolucéo:

Como a resisténcia é proporcional a base e ao quadrado da

altura, temos: a/
R =k.b.h? b

Pelo desenho, aplicando o teorema de Pitagoras,
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b% + h?> =302 - h? =900 — b?
Substituindo na férmula da resisténcia,
R =k.b.h?* = k.b.(900 — b?) = 900kb — kb?
Derivando a expresséo e igualando a zero para localizar os extremos da fungéo:

' 900k
R =900k —3kb>*=0 - 900k =3kb> - b? =W=300 -

b =10V3

Substituindo na expressédo da altura,

h? =900 — b2 = 900 — 300 = 600 — h =600 =+100.6 = 10V6
Resposta: Base = 10+/3 cm; altura = 10v/6 cm.

P 3.25
Resolucéo:

VVamos lembrar que o volume do cone é dado por:

T >
V:§T'h [

Aplicando o teorema de Pitagoras, temos que,

P=h*+1r2 > r2=1-h2

Substituindo na formula de volume,

v=lrn =T nyn=Zn e
3 3 33

Derivando a expressdo e igualando a zero para localizar os extremos da funcéo:

T T 1
V ==—=3h’==-mh’=0 - §=nh2 - h2=§ - h=
Substituindo no teorema de Pitagoras para determinar o raio,

1 2
rP=l-h=1-z=2 o r=—r-

Voltando a férmula do volume,

27‘[\/§ 3
m

Resposta: Volume maximo = -
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P 3.27

Resolucéo:

Primeiro devemos nos certificar que as funcées se anulam no ponto x = 1.
1-1-In1=1-1-0=0; (D?-2(1D+1=1-2+1=0

1
—1-1 1-1/ 1
- T TH /xL’Hlim—/xzz

X l-lny 1
2 — e+ 1 N e —2 “ T T T2

Resposta: %

P 3.28
Resolucao:
Verificando se as funcdes se anulam: sen(2.0) = 0e 0> + 0 = 0

sen(2x) — 2.cos(2x) 2.1

Iy T T 2041
Resposta: 2.
P 3.29
Resolucao:

Verificando se as fungdes se anulam:
40 -20=1-1=0 e sen(0)=0
4* =2 __ 4 In4-2*In2 4°In4-2%n2 In4-1In2
lim L'H lim = =
x->0 senx x—0 COS X cos 0 1
=In22-In2=2In2-1n2=1In2

Resposta: In 2.

P3.31
Resolucéo:

Observando que seu limite tende a forma indeterminada do tipo 2 entdo podemos
aplicar diretamente a regra de L’Hospital:

Linx + x.— lnx+1 oo
lim L'H lim—— 2 = lim =
x>0 X — X —>00 1 X —>00 1 1

x.Inx

Resposta: oo.
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P 3.32

Resolucao:

Observando que seu limite tende a forma indeterminada do tipo g entdo podemos

aplicar diretamente a regra de L’Hospital:

_ o 12x% 4 4x — 24 24
lim LHlm—LHlim——L'H]lim—=—=0
X —00 ex X —00 ex X—00 ex X—00 ex (00}
Resposta: 0.
P 3.33
Resolucéo:

Observando que seu limite tende a forma indeterminada do tipo z entdo podemos

aplicar diretamente a regra de L Hospital:
1

. Inx 777 lim - lim 1 1 0
s X2 + 1 praesy 2x oo 2X2 00
Resposta: 0.
P 3.35
Resolucao:

Observemos que seu limite tende a forma indeterminada do tipo . 0. Devemos aplicar

a transformacao algébrica acima, antes de aplicar a regra de L’Hospital:

I 2 i X x3L I 3x2=H1 O THim-—2 =2-0
xl—{gx € xl—I»lc}o 12 _xl_{?o e2x xl—r>120 2e2x XI—I’?°492 xl_g’lo Be?* o
e—2x
Resposta: 0.
P 3.36
Resolucao:

Observemos que seu limite tende a forma indeterminada do tipo 0(—o). Devemos

aplicar a transformagdo algébrica acima, antes de aplicar a regra de L’Hospital:
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1

. . Inx  — x
xll,%l+(1 —cos(2x)).Inx = xlir& ——L'H xll)%l T"12sen(zx)
1—cos (2x) (1—cos (2x))?2
(1 — cos(2x))? 2(1 — cos(2x))2 sen(2x)
= lim L'H lim
x-0; —2x.sen(2x) x-04 —2.sen(2x) — 4x. cos(2x)

i 4 sen(2x) — 4cos(2x) sen(2x)
erng —2.sen(2x) — 4x. cos(2x)
4 sen(2x) — 2 sen(4x)
im
x-04 —2.sen(2x) — 4x. cos(2x)

8 cos(2x) — 8cos(4x) 8—8

L'H lim = =0
x->04 —4.cos(2x) — 4 cos(2x) + 8x.sen(2x) —4—-4+0
Resposta: 0.
P 3.37
Resolucao:

Observemos que seu limite tende a forma indeterminada do tipo 0. 0. Devemos aplicar
a transformacao algébrica acima, antes de aplicar a regra de L’Hospital:

lim (senx.lnx)

x—04
! 2
o Inx — S . (senx)® — 2senx.cosx
= lim ——L'H lim —Gg = lim ————L'H lim
x-0p = x-04 x-04 — X.COSX x-0L —.cosx + x.senx
senx (senx)?
0
= =0
-1+0
Resposta: 0.
P 3.39
Resolucéo:

Observemos que seu limite tende a forma indeterminada do tipo oo — co. Devemos

aplicar uma transformagéo algébrica antes de aplicar a regra de L’Hospital:

_ 1 1 . [x* —senx\=— 2X — COS X 0—-1
llm( ——2)== lim — LHllm( 5 >=
x-0; \senx X x-04 \ x4.senx x-04 \2X.senx + x“.cos x 0+0

= —O0

Resposta: —co.
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P 3.40
Resolucéo:

Observemos que seu limite tende a forma indeterminada do tipo oo — co. Devemos

aplicar algumas transformac6es algébricas antes de aplicar a regra de L’Hospital:

- b))
1\Bx—3 x2—2x+1) x1\3(x—1) (x—1)?

I (x—1—3) I ( x—4 )ﬁl' ( 1 ) 1
= —e = —— _— = —=0
iBx-102) 24 Be-—n2/) B2 —1n/) T 0

Resposta: oo.

P 3.41

Resolucao:

Observemos que seu limite tende a forma indeterminada do tipo oo — co. Devemos

aplicar uma transformacdo algébrica antes de aplicar a regra de L Hospital:
y ( 1 1 ) _ ( 1 1 )
xir& x2  x2+4+2x) xl)r(l)l+ x?  x(x+2)

I (x +2 - x) Y ( 2 ) 2

e —_—) = —_— | = =0

o0y W2 (x + 2)) 200y \x2(x +2)) 0

Como pode-se observar, ndo houve necessidade de aplicar a regra de L’Hospital, ja que

depois da transformacéo algébrica a indeterminacao foi resolvida.

Resposta: oo.

P 3.43

Resolucéo:

Observemos que seu limite tende a forma indeterminada do tipo 0°. Devemos aplicar a
funcdo logaritmica em ambos os lados, fazer as transformacdes algébricas necessarias,

antes de aplicar a regra de L’Hospital:
F(x) = (x+senx)®* — InF(x)=tgx.In(x + senx)

Chamemos de L = lim, o, In F(x), entdo,



30

1 ( ) 1+cos x 1+cos x
n(x + senx
L = lim tgx.In(x + senx) = lim ————=L'H lim 228X = |jm 259X
x—04 x—-04 - x—04 __S€C7X x—-04 _
tg x tg2 x sen? x

(1 + cosx) sen? x

i
xlr&r —(x +senx)
—  —sen®x+ (1+cosx)2.senx.cosx 0
L'H lim =—=0
x—04 —(1 + cosx) -2
Logo,
1
lim xxmx = el =e0 =1,
x—04
Resposta: 1.
P 3.44
Resolucéo:

Observemos que seu limite tende & forma indeterminada do tipo 0°. Devemos aplicar a
funcdo logaritmica em ambos os lados, aplicar as transformacdes algébricas necessarias,
antes de aplicar a regra de L’Hospital:

F(x)=x* - InF(x) =x.lnx
Chamemos de L = lim,_,, In F(x), entdo,

1

_ o lnx— - 1 x? _
L= lim x.Inx = lim ——L'H lim = = lim = X—= lim —x =0
x—0y4 x-0L 2 x-0L “2  x-0,x —1 x>0,

X X

Logo,
lim x* =el =e%=1
x—04

Resposta: 1.

P 3.45

Resolucéo:

Observemos que seu limite tende a forma indeterminada do tipo 0°. Devemos aplicar a
funcéo logaritmica em ambos os lados, aplicar as transformac6es algébricas necessarias,

antes de aplicar a regra de L’Hospital:
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1 1
F(x) = xl_ll(t)l:(ﬂ +x)x - InF(x)= ;.ln(ex + x)

Chamemos de L = lim,_,o, In F(x), entdo,

e*+1
1 In(e* + x T
L = lim —.In(e* + x) = lim ¥L’H lim £
x-04 X x—-04 X x-0. 1
_ Y+ 1le e~ 1
= lim L'H lim =—
x>0, e* +x x>0 e*+1 2

Logo,
1 1
lign(ex + x)x = el = e2.

XUy

e

1
Resposta: ez.

P 3.46

Resolucao:
Ay = f(x + Ax) — f(x) = (x + Ax)? + 2(x + Ax) — (x% + 2x)
= x? + 2x.Ax + (Ax)? + 2x + 2Ax — x% — 2x
= 2x.Ax + (Ax)? + 2Ax
Ay =(Q2x+2+Ax)Ax - Ay=(22+2+01)01=61x01=0,61
dy = f (x)dx = Q2x+2)dx - dy=(224+2)01=6x0,1=056
e=Ay—dy=061—06=0,01
Resposta: Ay = 0,61,dy = 0,6 e e = 0,01.

P 3.47

Resolucao:

a) Consideremos a funcdo f(x) = 3/x e vamos utilizar a aproximagio pela

diferencial:
) 1
dy=f (x)dx - dy= 22\/de
Substituindo 5 por 4, que é o quadrado perfeito mais proximo de 5, temos
x=4elAx =1:
dy=zi(—1) -2
2%/4 22 4

Usando a aproximacéo,
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dy = Ay = f(x) — f(x0)

1 e
2 2 1
5 = \/4+Z=2+0,25=2,25.

Resposta: /5 = 2,25

P 3.48
Resolucéo:

a) Consideremos a funcdo f(x) = x*

e vamos utilizar a aproximacdo pela
diferencial:
dy = f (x)dx — dy=4x3dx
Substituindo 2,01 por 2, que é o inteiro mais proximo de 2,01, temos
x=2elAx =0,01:
dy = 4(2)3(0,01) = 0,32
Usando a aproximagcéo,
dy = Ay = f(x) = f(x0)
0,32 = f(x) — 24
(2,0D)* =2*+0,32 =16+ 0,32 = 16,32.
Resposta: (2,01)* = 16,32.

P 3.49
Resolucéo:
Sabendo que a area do circulo é dada por: A = mr?, onde r € o raio do circulo,
vamos usar a diferencial da area para calcular a variacéo:
dA = Adr

3 9
= 0 —_— — —_ —
dr =3%.3 = 755.3 = 705 = 0,09
A =2nr - dA=2mn(3).(0,09) = 0,547

Resposta: A variagio aproximada ¢ de 0,54mcm?.
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P 3.50
Resolucéo:
Sabendo que o volume do cubo é dado por: V = a3, onde a é a aresta do cubo,
vamos usar a diferencial do cubo para calcular a variacéo:
dvV =V'da
da =0,1
V' =3a2 - dV =3(2)2(01) =12
Resposta: A variacio aproximada é de 1,2cm®.

P 3.51
Resolucéo:
Sabendo que o volume do cilindro é dado por: V = mr?h, onde r é o raio do
cilindro, vamos usar a diferencial do volume para calcular a variagéo:
dv =V'dr
dr =0,1
V' =2nrh - dV =2m(2)(5)(0,1) = 2n

Resposta: A variacdo aproximada é de 2 m®.

P 3.52

Resolucao:
Sabendo que o volume da esfera é dada por: V = %m’3, onde r € o raio da esfera,
vamos usar a diferencial do volume para calcular a variagéo:
dv =V'dr
dr=2,2-2=0,2
V' =4nr? - dV =4n(2)%.(0,2) = 32w

Resposta: A variacdo aproximada é de 3,2 cm?®.
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